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有心力系统（势能具有球对

称性）的角动量是守恒的；

角动量守恒律在研究原子时

是基本而重要的。如何在量

子论的框架中描述角动量？
（猜原子角动量是量子化的，因为波函数角向(, )是局域分布的）

波函数(r, , )定域→量子数(n, l, m)
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Noether’s Theorem
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•算符：

•平均值：

•测量：对某量子态| >测量力学量O，则原| >态将有

ci*ci的几率被塌缩至O的本征态/矢之一|ji>；

此时O的测量值为|ji>态所对应的本征值oi。
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1，轨道角动量算符
轨道角动量及其算符：

l = r  p = r  {px, py, pz}

中心力场中，采用球坐标讨论比较方便：
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1，轨道角动量算符
•在球坐标系中表示l：

分量

总角动量平方
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1，轨道角动量算符
•例：验证1(r)、2(r)、3(r)分别为lx、ly、lz的本征态矢

1(r,,j) = R(r) sin cosj

2(r,,j) = R(r) sin sinj

3(r,,j) = -R(r) cos

[解] lx1(r,,j) =

= iR(r) (sinj cos cosj - cot cosj sin sinj) = 0×1

ly2(r,,j) =

= iR(r) (-cosj cos sinj + cot sinj sin cosj) = 0×2

lz3(r,,j) =

= 0×3
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2，角动量算符对易关系
计算对易关系：[lx, ly]

[lx, ly] = [ypz-zpy, zpx-xpz]

= [ypz, zpx] - [ypz, xpz] - [zpy, zpx] + [zpy, xpz]

= - iypx – 0 – 0 + ixpy = i(xpy - ypz) = ilz

同理可以证明： [ly, lz] = ilx， [lz, lx] = ily

一般性地写作 [li, lj] = ieijklk

或：l  l = il
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可看作一种代数运算

eijk= 1（ijk正排列）

= -1（kji正排列）

= 0（其它）

[x, px] = i

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
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2，角动量算符对易关系
计算对易关系：[l2, lz]

[l2, lz] = [lx
2, lz] + [ly

2, lz] + [lz
2, lz]

= lx [lx, lz] + [lx, lz] lx + ly [ly, lz] + [ly, lz] ly + 0

= - ilxly - ilylx + ilylx + ilxly = 0

同理可以证明： [l2, lx] = 0， [l2, ly] = 0

l2与lz（或lx、ly）具有共同的本征态矢集合

这些本征态矢集合是什么呢？
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3，轨道角动量算符本征态矢
为对比起见，先计算动量算符px = -i/x本征态矢：

设本征矢为|(x)>，相应本征值为k ，则本征方程为

px|(x)> = k|(x)>，或：

它正是平面波的波函数！

可见k可以连续取值，因此px的本征态矢集合{Aeikx}

中的元素是不可数无穷的。
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3，轨道角动量算符本征态矢
lz = -i/j本征态矢的计算：

设本征矢为|m(j)>，相应的本征值为m，解本征方程

lz|m(j)> = m|m(j)>，或：

归一化：*dj = 1  A = (2p)-1/2

波函数的单值性要求： (j) =  (j + 2p)

m是量子化的，称为磁量子数。

本征态矢集合{Aeimj }中元素是可数的！（会无穷？）
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3，轨道角动量算符本征态矢
l2算符的本征态矢：

一般讨论l2与lz所具有共同本征态矢，记为|lm(,j)>；

本征方程：l2|lm(,j) > = ？|lm(,j)>。

数学上可以求出l2本征态矢及相应本征值：
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l2本征值l(l+1)2；故：l2|lm(,j) > = l(l+1)2|lm(,j)>ˆ ˆ
球谐函数

连带Legendre函数
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为满足波函数物理条件，本征值也不能连续取值，表现

在l和m只能如下取值：

l = 0, 1, 2, 3, …;  m = 0, ±1, ±2, ±3, …, ±l

l称为轨道量子数，集合{Ylm(,j)}元素最多为可数无穷。

易知： lz|m(j)> = m|m(j)>  （m取有限值）

•为书写方便，将本征矢Ylm(,j)记为|lm>，且记l = (l2)1/2ˆ ˆ
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3，轨道角动量算符本征态矢



4，角动量合成的法则
•经典力学中角动量合成：平行四边形法则

合成角动量矢量l = l1+ l2依赖于|l1|、|l2|及夹角a：

•量子力学中角动量合成法则（不证明）：

总角动量l = l1+ l2，算符l = l1+ l2。

若l1、 l2本征矢分别为|l1m1>和|l2m2>，则可以证明：

a

l1

l2
l |l1 - l2| (a = p)  l  l1 + l2 (a = 0) 

l(a)是连续函数

2 2
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4，角动量合成的法则
•量子力学角动量合成一例

设两个电子的轨道角动量分别为l1和l2，相应的角动量

量子数为l1 = l2 = 1，故在z方向投影的量子数ml1、ml2均可

取{1,0,-1}之一。这俩电子总轨道角动量l = l1+ l2，其在第

三方向z投影的量子数ml的可能取值如下：

易见，总轨道角动量l的量子数l可取{2,1,0}之一。



4，角动量合成的法则
•例：有两个电子在中心力场中运动；它们的轨道角动量

大小分别为 和 . 试分别以|lm>形式写出这两

个电子的可能量子态，并写出双电子系统的量子态.

[解]  l1 = 2, l2 = 5;

m1 = 0, ±1, ±2（2l1 + 1 = 5种）

m2 = 0, ±1, ±2, ±3, ±4, ±5（2l2 + 1 = 11种）

总角动量量子数：l = 7 (m = 0, ±1, ±2, ±3, ±4, ±5, ±6, ±7),

6 (m = 0, ±1, ±2, ±3, ±4, ±5, ±6),

5 (m = 0, ±1, ±2, ±3, ±4, ±5),

4 (m = 0, ±1, ±2, ±3, ±4), 3 (m = 0, ±1, ±2, ±3)

6

共511 = 55种

可能合成方式

15

13

11

79

15+13+11+9+7=55

30



4，角动量合成的法则
将这55种量子态写出：

• 合成前

|l1m1>：|20>, |2±1>, |2±2>,

|l2m2>：|50>, |5±1>, |5±2>, |5±3>, |5±4>, |5±5>

• 合成后|lm>：

|70>, |7±1>, |7±2>, |7±3>, |7±4>, |7±5>, |7±6>, |7±7>;

|60>, |6±1>, |6±2>, |6±3>, |6±4>, |6±5>, |6±6>;

|50>, |5±1>, |5±2>, |5±3>, |5±4>, |5±5>;

|40>, |4±1>, |4±2>, |4±3>, |4±4>;

|30>, |3±1>, |3±2>, |3±3>.



总 结
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作 业

1, 数学中有个大家熟悉的恒等式 (
)

𝑎 +
𝑏 𝑎 − 𝑏 = 𝑎2 − 𝑏2。在量子力学中𝑎、𝑏
成为算符 ො𝑎 和 ෠𝑏，上式仍普遍成立吗？

2, 证明 ෝ𝒑 × መ𝒍 + መ𝒍 × ෝ𝒑 = 2𝑖ℏෝ𝒑.
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